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Bevezetés 
A thrombocyta-képzés szabályozásának mechanizmusáról ma még sok-
kal kevesebb ismeretanyag áll rendelkezésre, mint egyéb vérképzési 
folyamatokról /pl. erythrop(oesis/. Ez tükröződik abban is, hogy csak 
az utóbbi években jelentek ;meg a szakirodalomban a folyamat matemati-
kai modellezésével foglalkozó publikációk. Wichmann és mtsai [7] 1979-
ben, ill. Mapvyx [5] 1980-ban egy-egy négy kompartmentet /elkötelezett 
őssejtek, megakaryocyták, thrombocyták és thrombopoetin/ tartalmazó 
modellt adtak meg, és modelljeiket /egymástól különböző/ késleltetett 
argumentumu differenciálegyenletrendszerekkel irták le. Később Wichmann 
és Gerhardts [8] a thrombocyta-pusztulás részfolyamatát egy kétdimen-
ziós Von Foerster-féle parciális differenciálegyenletrendszerrel mo-
dellezték, külön kompartmentnek tekintve a lépben ill. a vérben levő 
thrombocytákat. 
Az alábbiakban ismertetendő modellünket az emiitett munkákra tá-
maszkodva fejlesztettük ki [2], az ott közölt modellek általunk alkal-
masnak itélt elemeinek adaptálásával, ill. a következő lényeges módo-
sításokkal : 
- a proliferáció's és a maturációs folyamatot is a sejtpopulációk kineti-
kájának modellezésében jól bevált Von Foerster-egyenlettel Írjuk le, 
amely lehetővé teszi az osztódási és az érési idő pontosabb beépíté-
sét a modellbe; 
- modellünk figyelembe veszi az elhalt thrombocytákból keletkező un. 
kalonok kísérletileg igazolt maturációt fékező hatását is. 
A modell leírása után röviden ismertetjük a modellegyenletek tu-
lajdonságait, majd kitérünk az egyenletek numerikus megoldásához hasz-
nált módszerekre és bemutatunk a modell számitógépes szimulációja so-
rán kapott két tipikus eredményt. Végül függelékben ismertetjük az 
alkalmazott Von Foerster-féle populációkinetikai egyenletet és a kö-
zelítésére felhasznált approximációs technikát. 
A m o d e l l ismertetése 4 
A thrombocyta-képzés folyamata röviden a következőképp vázolható: 
a csontvelőben levő pluripotens őssejtek egy részéből thrombocyta-i-
rányban elkötelezett őssejtek keletkeznek, ezek néhány osztódást kö-
vetően maturáló óriássejtekké, megakaryocytákká alakulnak, majd az é-
rés befejeződésével thrombocytákká esnek szét és a vérbe kerülnek. A 
vérben levőkön kivül a thrombocyták jelentős hányada a lépben raktá-
rozódik, és a két thrombocyta-kompartment között folyamatos kétirányú 
diffúzió van. Az elkötelezett őssejtek osztódását és a megakaryocyták 
érését a thrombopoetin hormon stimulálja; ezenkívül kimutatták az el-
pusztult thrombocytákból keletkező kalonok maturációt gátló hatását is. 
Jelen munka az Egészségügyi Minisztérium 12/4-21/499.támogatási szá-
mú tárcaszintű kutatási témájában készült. 
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A folyamatra kidolgozott, hat kompartmentet tartalmazó matemati-
kai modellünk sémája az 1. ábrán látható, mig a modellben szereplő 
mennyiségek jelentését az 1. táblázat foglalja össze /lásd a függe-
léket a Von Foerster-egyenlettel kapcsolatos jelölések és fogalmak 
jobb megértéséhez/. 
' i i 
I.Abra. A modell sema.ja 
(A nyilak jelentése: —>ill. -3> — stimuláló ill. gátié 
hatasu szabalyozas; ^ill. >• — transzport, ahol a 
feltüntetett mennyiseg rendre abszolút ill. (kiaramlas 
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1.Táblázat. A modell jelölései 
A modell megalkotásához felhasznált főbb feltevések - az egyes 
kompartmentek sorrendjében - az alábbiak: 
Elkötelezett őssejtek /C/ 
— A kor szerinti megoszlás időbeli változását a 
• L - c U ^ + l ^ c ^ t ) = y c ( T ( t ) ) c ( a , t ) , a e [ 0 , T c ] , t a O ( 1 ) 
Von Foerster-egyenlettel irjuk le. 
- 208 -
— A thrombopoetin stimuláló hatását a yc növekedési tényezőn keresz-
tül vesszük figyelembe, melyről feltesszük, hogy nemnegativ monoton 
növő függvénye T(t)-nek. 
•— Feltesszük, hogy az elkötelezett őssejtek születési /keletkezési/ 
sebességére az elkötelezett őssejtek összmennyisége részéről negativ 
visszacsatolás érvényesül, azaz c(0,t)=a(C(t)), ahol a nemnegativ mo-
noton csökkenő függvény /sejttultermelés gátlása/. 
— A tc idővel előbb elkötelezetté vált őssejtek leszármazottai át-
lépnek a megakaryocyta-kompartmentbe. 
Mégakaryooytdk /M/ 
— Az alkalmazott Von Foerster-egyenlet: 
|^m(a,t)+ |^m(a,t) = ym(T(t),K(t))m(a,t), ae[0,xM], t>0. ( 2 ) 
— A thrombopoetin stimuláló és a kalonok gátló hatását a megakaryocy-
ták /cytoplazmájának/ növekedésére a yM növekedési tényezőben vesszük 
figyelembe, melyről feltesszük, hogy T(t)-nek növő, K(t)-nek csökkenő 
nemnegativ függvénye. 
életkorú megakaryocyták thrombocytákká szétesve a vérbe ke-— A M 
rülnek. A megakaryocyták mennyiségének mérésére nem a darabszámot vá-
lasztjuk egységnek, hanem a thrombocyta-tartalmat. 
Thrombooytdk a vérben /P^/ és a lépben /P2/ 
— E két thrombocyta-kompartment kinetikáját a 
3 
3a 
p - L ^ t ) + 3 " p^aft)" 
P2(a/t) P2(a,t) 21 -x-x 12J 
p,(a,t) 
LP2 (a, t) 
(3) 
kétdimenziós Von Foerster-egyenlettel irjuk le /ae[o,Tp],- ts.O/, ahol 
a és /relativ/ transzportegyütthatóju tagok reprezentálják 
a két kompartment közti diffúziót. 
-7 A Tp életkor elérésekor bekövetkező "fiziológiás halál" mellett 
Wichmann és Gerhardts [8] nyomán feltételezünk egy kortól független, 
állandó X /relativ/ intenzitású thrombocyta-veszteséget is, melyet 
szintén (3) jobboldalában vettünk figyelembe. 
Ka I o n - k o m p á r t m ént /K/ 
— A kalonok az elpusztuló thrombocytákból származnak. Ha a kalono-
kat ugy mérjük, hogy egységnyi thrombocytából egységnyi kalon kelet-
kezik, akkor a kalonok keletkezési sebessége egyenlő a thrombocyták 
pusztulási sgességével. 
— Feltesszük, hogy a kalonok lebomlása ¡lineáris kinetikát követ, 
\Í eliminációs állandóval. K 
E feltevésünk mellett a kalon-kompartmentet a 
K(t) = [XP1(t)+\P2(t)+p1(T ,t)+p2(x .t)]-nRK(t) , täO (4) 
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differenciálegyenlettel irjuk le. 
Thrombopoétin /T/ 
— A thromböpoetin képzésére a keringő thrombocyták gátló hatást fej 
tenek ki, úgyhogy a keletkezési sebesség,. monoton csökkenő módon 
függ P1(t)-tSl. 
— A thrombopoetin-elimináció sebessége nTT(t). 
Ezek alapján a thrombopoetinre vonatkozó egyenletünk: 
T(t) = *(P1(t))-nTT(t)# t^O. (5) 
Megjegyezzük, hogy a (4)-(5) egyenletek felfoghatók olyan integ 
rált Von Foerster-egyenletként, ahol a maximális életkor T=m, s igy 
ez nem okoz idő-késleltetést az egyenletekben. Más a helyzet az (1)-
(3) Von Foerster-egyenleteknél, melyek integrált alakja a függelék 
alapján 
C(t) = a(C(t))- c(TG,t)+Tc(T(t))C(t) (6) 
M(t) = c(tc,t)-m(xM,t)+yM(T(t),K(t))M(t) (7) 
P(t) = £(0,t)- £(Tp,t)+ AP(t) (8) 
ahol P(t)= [P]_(t) ,B2(t)]T, £(a,t)=[Pl(a,t) ,p2(a,t)]T, a6[0,Tp] és A 
a (3) egyenlet jobboldalán szereplő 2x2-es mátrix. Ha a (4) és a (6) 
(8) egyenletekben szereplő c(xc,t), m(xM,t) és g(T ,t) output sebes-
ségeket a függelék (F2) képlete alapján kifejezzük a születési sebes 
ségekkel és a t=0-hoz tartozó kezdeti sűrűségfüggvényekkel, akkor 
— mint az könnyen ellenőrizhető - a (4)-(8) modell-egyenletrendszer 
egy késleltetett argumentumu integro-differenciálegyenletrendszert 
fog képezni [3]. 
A modell-egyenletek tulajdonságai 
A modell gyakorlati alkalmazhatóságának szükséges feltétele, 
hogy az egyenletek megoldásai rendelkezzenek bizonyos alapvető mate-
matikai /egzisztencia-unicitás/, az állapotváltozók fizikai jelenté-
séből adódó /nemnegativitás/, ill. a biológiai ismereteknek megfele-
lő /egyensúlyi helyzethez való konvergencia/ tulajdonságokkal. Ezi-
rányu vizsgálataink eredményeit [ 3]-ban közöltük, itt csak röviden 
összefoglaljuk őket, mellőzve a matematikai precizitást: 
— Az a , y , és í> szabályozó függvényekre tett szokásos Lipschitz 
feltételek mellett a modell-egyenleteknek bármely nemnegativ kezdeti 
állapothoz pontosan egy megoldása tartozik, amely nemnegativ és kor-
látos a [0,o°) intervallumon. 
— Ha a szabályozó függvényekre teljesül a folytonosság és a szigo-
rú monotonitás feltétele, akkor a modell-egyenletekhez pontosan egy 
egyensúlyi állapot /azonos konstans megoldás/ tartozik. 
— Ha a szabályozó függvények az 
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a.(x.) = Asexp(-Bsx )+Cg, $ (x ) = Apexp(-Bpx ) 
Tc (.* ) = Ac+Bcx , " T m (x ,y ) = AM+BMx+CMexp (-DMy ) (9 } 
formulákkal adottak, akkor a modell paramétereire tett alkalmas nagy-
ságrendi feltételek mellett az egyensúlyi állapot aszimptotikusan 
exponenciálisan stabilis. 
Számitógépes szimuláció 
A modell-egyenletek numerikus megoldásánál a (4)-(8) retardált 
integro-differenciálegyenletrendszer helyett a parciális differenciál-
egyenleteket tartalmazó (l)-(5) rendszerből indultunk ki. Az (l)-(3) 
Von Foerster-egyenleteket a függelékben leirt módon, közönséges dif-
ferenciálegyenletrendszerekkel approximáltuk. Az igy kapott egyesitett 
közönséges differenciálegyenletrendszer numerikus integrálására a 
Runge-Kutta-Fehlberg módszert alkalmaztuk. 
A szimulációhoz a szabályozó függvényeket a (9 ) képletek szerint 
választottuk. A modell-paraméterek értékeinek megválasztásánál az a 
probléma merül fel, hogy egy normális thrombocytopoesis-kinetika szi-
mulációjához a paraméterek 'normálértékeinek' ismeretére lenne szük-
ség. Az orvosi irodalom adataira támaszkodva, a paramétereket ugy vá-
lasztottuk meg, hogy jó közelitéssel teljesüljenek a 
•rp=240 [óra] 
/elkötelezett őssejtek átlagosan 4 
osztódáson mennek keresztül/ 
/egy megakaryocyta átlag 4000 
thrombocytát produkál/ 
/= a lépben és a vérben levő thrombocyták 
aránya normálállapotban/ 
relációk, ahol a * felülindex az egyensúlyi értékre utal. A fenti fel-
tételék teljesitése után megmaradt szabadsági fokok tekintetében a 
paraméterek választása önkényes volt. 
A 2. ábra az egyensúlyi állapotából a t=0 időpillanatban kétfé-
leképpen kimozditott rendszer kinetikájának szimulációjával kapott 
eredményeket mutatja /P2(t) kivételével/. 
Az (A) esetben pillanatszerű thrombocyta-input által okozott ideigle-
nes thrombocytosist, a (b) esetben pedig hirtelen thrombocyta-vesz-
teségből eredő /ideiglenes/ thrombocytopeniát szimuláltunk. Az álla-
potváltozókat a megfelelő egyensúlyi értékekkel normáltuk. 
FÜGGELÉK: A Von Foerster-égyerilet és approximációja 
Legyen egy populációban a t időpontbán a és a+Aa közti életkorú 
egyedek száma n(a,t)Aa+o(Aa) és legyen T>0 az egyedek maximális lehet-
séges életkora. Ez esetben n(0,t) a születési sebesség, azaz a 0 élet-
korú egyedek keletkezési sebessége, n(x,t) a maximális életkorú egye-
* , , T dek populaciobol való kilépési sebessége es N(t)= /Qn(a,t)da á teljes 
populáció mérete, azaz n(a,t) /mint'a'függvénye/ a populáció t idő^ 
pontbeli kor szerinti megoszlásának sűrűség függvénye. 
T c = 1 5 0 ' t M = 7 0 ' 
exp(Tcrc(T*))=24 
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2.Ábra. Thrombocytopoesis-kinetika szimulált görbéi 
(A): thrombocytosis, (B): thrombocytopenia 
Görbék jelentése: c { t)/ c* ^ / u * p'fcj/p* K(?7k* T(tf/T* 
Tegyük fel, hogy a t időpontban a és a+Aa közti életkorú egye-
dek száma At idő elteltével az 
[n(a,t)Aa+o(Aa)][l+y(t)At+o(At)] 
értékre változik. Ekkor a populáció kor szerinti megoszlásának idő-
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beli változását a Von Foerster [.61 által megadott 
— n (a, t )+!"kn ('a /1) = t (t)n(.a-, t), ae[.0,T), t>0 (FI) 
parciális differenciálegyenlet irja le. Könnyen ellenőrizhető, hogy 




t ( F 2 ) exp(Jt_aT(s)ds)n(0,t-a), tsa 
ahol n(a,0) (ae[0,x]) a kezdeti sűrűségfüggvény. Szintén egyszerűen 
származtatható ('Fl)-ből azlalábbi integrált Von Foerster-egyenlet: 
N (t) = n(0,t)-n(T,t) + -Y(t)N( t) , tSO. (F3) 
1(t)esetben növekedési, y(t)=-\(t)áO esetben pedig pusztulási fo-
lyamatról beszélünk; fF3) mindkét esetben egy-egy kompartment-modell 
egyenletének tekinthető, amelyek sémája az Fl. ábrán látható. 
NÖVEKEDÉSI FOLYAMAT PUSZTULÁSI FOLYAMAT 
fW(t)N(t) |x(t) 
n (0 ,t) I " I n (*,t) n(0,t) I 1 I n (x'.t) 
N(t) I »» i ;J »(t) I y 
F1.Ábra 
(A nyilak "j'élentese ugyanaz, mint az 1. ábránál) 
Tekintsük most a [0,T] intervallum h=T/v lépésközzel való ekvi-
disztáns beosztását és jelölje N^(t) az i-edik kor-intervallumba eső 
egyedek számát. Ekkor teljesülnek az (F3)-mal analóg 
N±(t) = n((i-l)h,t)-n(ih,t)+T(t)NiXt), tSO 
egyenletek, melyekből az N^(t)= J^^_jin(a,t)da»n(ih,t)h, i=l,...,v, 
approximáció alkalmazásával a következő közelitő közönséges differen-
ciálegyenletrendszert nyerjük: 
Ni(t)«ÍNi_1(t)- ¿Ni(t)+r(t)N1(f)-f i=l,... ,v, (F4) 
ahol N (t)=hn(0,t). Az (F4) integrálásával nyert N.(t) közelitő megöl-
dásokból N( t) közelitését a összegzéssel kapjuk. Megjegyez-
zük, hogy a fenti közelités lényegében ekvivalens az egyenesek módsze-
rének [1] az (Fl) parciális differenciálegyenletre való alkalmazásá-
val, amelyre a konvergencia (h-*0) bizonyitott. Azonban az (F4) közeli-
tő egyenleteknek egy kompartment-modell is megfeleltethető, melynek 
sémáját az F2. ábrán láthatjuk. 
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y-(t)_N̂(t) /(t)N2(t) y(t)Nv(t) 
n(0,t) 
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